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A B S T R A C T  

Given a measure # on the circle, we study the relations between the entropy 

of the multiplication by an integer p and the conservativity for the trans- 
lations by the p-adic rational numbers. We get a criterium for /z-almost 
every point to be normal in a basis q prime to p, and generalizations of the 
result of D. Rudolph about measures which are invariant by multiplication 
by p and q. 

1. I n t r o d u c t i o n  

1.1 ]~tant donn6 un ent ier  p > 1, on rappe l le  qu 'un  r6el x est n o r m a l  en base  

p s i  la sui te  ( p ~ x  m o d  1: n >_ 0) est  uni form6ment  d is t r ibu6e  sur  [0, 1[, c ' es t  ~ dire  

si, pour  tou t  interval le  I C [0, 1[, 

1 Card{n :  0 < n < N ,  p n x  E I m o d l }  --* III quand  N --* oz. 
N 

Pour  la mesure  de Lebesgue,  presque tou t  r~el est no rma l  en tou te  base.  Cepen-  

dan t ,  s i p  et  q sont  des ent iers  mul t ip l i ca t ivement  i n d @ e n d a n t s ,  c 'es t  & dire s ' i ls  

ne sont  pas  des puissances  d ' u n  m~me entier ,  il existe  des r~els n o r m a u x  en base  

q qui ne sont  pas  n o r m a u x  en base  p ([7]). Pr6cisant  ce r6sul ta t ,  diff~rents au teurs  

ont  cons t ru i t  des mesures  de probabi l i t5  sur  [0, 1[ pour  lesquelles presque tou t  

nombre  v6rifie ce t te  propr i6 t& Ent re  au t res  : 
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�9 Brown, Moran et Pearce ([1]) ont ~tudi~ le cas off la mesure  est un produi t  

de Riesz. 

�9 Fe ldman et Smorodinsky ([2]) ont ~tudi~ le cas off les digits en base p sont, 

re la t ivement  ~ la mesure  consid~r~e, des variables al~atoires ind~pendantes  de 

m~me distr ibution,  ou forment  une chaine de Markov stat ionnaire .  

On donne ici (paragraphe  3) ici une d~monst ra t ion  tr~s simple d 'un  th~orbme 

qui, lorsque p e t  q sont premiers  entre eux, contient ces diff~rents r~sultats  comme  

cas part iculiers ; malheureusement ,  les m~thodes employ6es ici ne semblent  pas  

se g~n~raliser au cas mul t ip l ica t ivement  ind~pendant.  

D~sormais  T = ~ / Z  est identifi~ ~ l ' intervalle [0, 1[. 

THI~OREME 1: Soient p, q deux entiers > 1 premiers entre eux ; # une mesure de 

probabilitd sur  T, invariante et ergodique pour la transformation T: x ~-* px. Si 

1'entropie du systbme (T, #, T) n'est pas nulle, alors #-presque tout rdel est normal 

en base q. Si la mesure  # est singulibre p a r  rapport ~ la mesure de Lebesgue, #- 

presque tout rdel est non normal en base p. 

On a bien stir le m~me r~sultat  en supposant  seulement que presque tout  

composan t  ergodique de # pour  T a une entropie positive. 

Le th~or~me 1 p e r m e t  de re t rouver  trbs facilement un r~sultat  de D.J.  Rudolph  : 

THI~OREME (D. J. Rudolph,  [7]): Soient p, q deux entiers > 1 premiers  entre  

eux, et # une mesure  de probabilitd sur T. Supposons que # est invariante par 

T: x ~-~ px et p a r  S: x ~-~ qx, ergodique pour Faction du couple (T, S), et que le 

sys tbme (T, T, #) a une entropie positive. Alors # est la mesure de Lebesgue. 

I1 suffit de r emarquer  que presque tout  composan t  ergodique de # pour  la 

t r ans fo rmat ion  T a une entropie positive. Aimee Johnson ([5]) a g~n~ralis~ ce 

r~sultat  au cas off p et q sont mul t ip l ica t ivement  ind~pendants  ; J. Fe ldman ([3]) 

en a donn~ r~cemment  une d~monst ra t ion  plus simple. 

1.2 La d6mons t ra t ion  du th~or~me 1 utilise les relat ions liant l 'entropie et cer- 

taines translat ions.  Soit D u n  sous-groupe d~nombrable  de ~' ; on rappelle qu 'une  

mesure  de probabil i t~ # sur T e s t  c o n s e r v a t i v e  pour  D si 

Pour tout bordlien A avec #(A) > 0 il existe a E D, a ~ O, 

avec I~(A n (A + a)) # O. 

Le lemme suivant est classique ; on en donne une version quant i ta t ive  dans la 

section 2 : 
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LEMME 1 : Soient p > 1 tin entier et # t i ne  mestire de probabilit6 stir T, invariante 

par  T: x ~-* px. # est conservative pour le grotipe des rationnels p-adiqties si 

et setilement si presqtie tout composant ergodiqtie de # pour T a tine entropie 

positive. 

Dans le r~sultat de Rudolph,  l 'hypoth~se d ' invariance de # par T semble moins 

impor tante  que le compor tement  de cette mesure sous Faction des translat ions 

rationnelles p-adiques ; plus pr~cis~ment, on montre  (paragraphe 3) le th~or~me 

plus g~n~ral suivant : 

THI~ORi~ME 2: Soient p, q detix entiers > 1 premiers entre etix, et # tine mesure 

de probabilitd stir T, conservative pour le grotipe des rationnels p-adiqties et 

invariante par  la transformation S: x ~-* qx. Alors # est la mestire de Lebesgtie. 

2. T r a n s l a t i o n s  e t  e n t r o p i e  

D~sormais, p > 1 est un entier et # une mesure de probabilit6 sur T ; on ne fait 

pour  l ' instant  aucune hypoth~se d'invariance. 

2.1 Pour  tout  n >_ 1, on note : 

D,~ = {jp-n:  0 <_ j < p n } ;  

B,~ la (eompl~t~e pour  # de la) a-alg~bre form~e des bor~liens invariants par  

la t ranslat ion x ~ x + p - n  ; 

~on= ~ p * 5 ~ ;  
c~ED,~ 

et Cn(x) la d~riv~e de Radon-Nieodym r = dp(x) 
dwn(X)" 

Enfin, D = ~J~ Dn est le groupe des rationnels p-adiques. 

On remarque imm6diatement  que la suite (r est d6croissante et que 

r  = 1 #-pp si et seulement si les mesures ( # .  6~: a E Dn) sont deux 

deux mutuellement singuli~res. 

LEMME 2: La stiite r  tend vers 0 #-presqtie partotit si et setilement si la 

mesure # est conservative pour le grotipe D des rationnels p-adiqties. 

Ddmonstration (Voir aussi [6], pages 123-125): Pour  tout  n, Cn(x) > 0 #-pp. 

Soit K = {x: Vn: Cn(x) > 0}. On a # ( K )  = 1 et 1K(x)&on(x) = r  

pour tou t  n. 

Supposons que la suite (r  ne tend pus vers 0 presque par tou t  ; il existe 

un bor~lien C C K et e > 0 tels que #(C)  > 0, r  > e pour  tou t  n e t  tout  
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x E C .  

Pour tout n, 

~-I /A(C)  --> /C ~-~d"(x)=Odn(C) = / E XC(X-[-o~)dlA(X); 
a6Dn 

la suite ( ~ ' -~D~ 1c(x  + a)) est donc born6e presque partout,  donc est presque 

partout  constante ~ part ir  d 'un certain rang. I1 existe donc n e t  un bor61ien 

B c C a v e c l L ( B ) > 0 e t  l c ( x  + a) = O pour tout x E B et tout a E D \  Dn. 

Ainsi, B n (B + a)  = ~J pour tout a E D \ D,~. I1 existe fl E Dn tel que 

l 'ensemble A = B N [fl, 3 + p -n [  ait une mesure > 0 ; on a alors A n (A + a)  -- r 

pour tout a 6 D non nul, ce qui contredit la conservativit6. 

R6ciproquement, supposons qu'il existe un bor61ien A avec ~(A) > 0 et #(A M 

(A + a) )  = 0 pour tout a E D non nul. On se rambne imm6diatement au cas off 

A c K et A M (A + a)  = 0 pour tout a E D non nul. Pour tout n, 

1>.( U 
~6D~ a6D~ 

et la suite (r ne peut pas tendre vers 0 presque partout  sur A. | 

2.2 Supposons de plus que # est invariante par T: x ~ px. 

Pour tout n >_ O, B ,  = T-nBo.  On v6rifie imm6diatement que : 

(1) Cn(X) ---- r162162 

D'autre  part ,  pour t o u t e f  6 LI(#) ,  l 'esp6rance conditionnelle de f par rapport  

B,~ est : 

E( f IB '~)  ( x ) =  E f ( x + a ) p ( x + a ) .  
aEDr, 

Ainsi, si a E Dn et J = [a,a + p - n [ ,  

Cn(x) = P(JIB,~)(x) pour #-presque tout x 6 J. 

(Les probabilit4s et esp6rances conditionnelles sont relatives ~ ta mesure #.) 

Ainsi, comme la parti t ion ([jp-1, (j + i ) p - l [ )  est g6n6ratrice, l 'entropie h du 

syst~me ('~, #, T) est (voir [6], sections 5.2. et 5.3.) : 

h = - / log r did(x). 
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L'entropie est donc nulle si et seulement si r = 1 #-pp, et dans ce cas 

Cn(x) = 1 #-pp pour tout n > 0. 

Si le systbme (T, #, T) est ergodique, le thdorbme ergodique et (1) entrainent 

que : 

(2) r Wn ~ e -h tt-presque partout.  

Dans le cas gdndral, on peut appliquer cette remarque ~t chaque composant er- 

godique de # : on trouve ainsi une version quantitative du lemme 1. 

3. Ddmonstration des thdor~mes 1 et 2 

3.1  NOTATIONS. Dans ce paragraphe, p, q sont deux entiers > 1, premiers entre 

eux, et a # 0 un entier. Pour chaque n > 0 la suite des rdsidus (aq k modpn:  

k _> 0) est pdriodique et on note Tn sa pdriode ; ainsi, les rdsidus (aq k modpn:  

0 _< k < Tn) sont deux ~ deux distincts. 

LEMME 3: Pour tout n assez grand, Tn = Ctep n. 

La ddmonstration est laiss& au lecteur. 

Pour chaque N > 0, on note 

N - 1  
1 

gg(x) = --~ E e(aqkx) 
k=O 

0~1 e ( x )  = e 27fix. 

Soient encore # une mesure de probabilitd sur T, et Cn comme au paragraphe 

pr&ddent. 

LEMME 4: 

Ddmonstration: 

off 

Si 1 < N < Tn, a/ors / [gN(x)[2 pn 
Cn(x) dtt(x) < ~ - .  

1 
On a r  < dwn(x) d'of i :  

/;z0' / lgN(x)]2 d#(x) < /[gN(x)[2dw,~(x)= Ig(x + jp-n)]2d#(x) 

= / h(x)d#(x) 

I N - 1  N - 1  p~--I 

h ( x ) =  ~ E E e((qk-q')x) 
k=-0 l=0 j=0  

E e( (qk - qt)jp-~). 
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Si 0 < k, I < N avec k # l, alors par hypoth~se qk # qt modpn et 

p,t_ 1 
E e ( (qk -qz ) jp -n )  = 0 .  

j=0 

On a donc h(x) = pn/N,  et f h(x)dp(x) = pn/N,  d'ofi le r6sultat annonc6. 

II 

3.3 DI~MONSTRATION DU THI~OREME 2. On suppose ici de plus que p v6rifie 

les hypotheses du th6or~me 2. En utilisant l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz et les 

lemmes 3 et 4, on obtient que pour tout n assez grand 

J J f_ , f, 
< c ,o/r 

qui tend vers 0 d'apr~s le lemme 2. 

Or, comme p e s t  invariante par S: x ~ qx, f gT,, (x)dp(x) = f e(ax)dp(x) 
pour tout  n ;  ainsi f e(ax)dp(x) = O. Comme r est vrai  pour tout  entier 

a # 0, p e s t  la mesure de Lebesgue. II 

3.4 DI~MONSTRATION DU THI~OREME 1. Supposons maintenant que la mesure 

p v6rifie les hypotheses du thdor~me 1. Montrons que : 

(3) gg(x) ---* 0 p-pp. 

Soient s u n  entier avec hs > logp, t u n  r6el avec 1 < t < hs/ logp et, pour 

chaque entier k > 1, nk l'entier tel que Tnk-1 < k s < T~k. Pour tout k, d'apr~s 

les lemmes 3 et 4, 

/ }gk'(X)}2dp(x) < C te done s  }gk'(x)12" " " 
Cn~(x------~ - ~a# tx )  < oo 

k=l 

et Ig~'(x)l= , 0 p-pp. 
k'r 

"hl/n~ ""+ e -h donc, pour tout k D'autre  part ,  d'apr~s (5), pour presque tout x, w~k 

assez grand, 

Cnk (X) lln" < e-(tl~ = p-t/s 

et, comme pnk >_ cteks, 

ktCn~(x) < C te et igk.(x)12 < Ore Igk-(x)l: 
- - k ~ r  ( x ) "  

Ainsi gk,(x) ~ p-pp. 
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S i k  8 < N < ( k + l )  8, 

2((k+1 8 ) 
tgN(x)--gks(X)l <_ ~ \ - - -~ - ]  -- 1 . 

Ainsi ,  la sui te  (gN(x)) t end  vers 0 en tou t  x off la sui te  (gk,(x)) t end  vers 0, 

c 'es t  ~ dire presque pa r tou t ,  d 'ofi  (3). 

C o m m e  (3) est v6rifi6 pour  tou t  ent ier  a non nul, le crit~re de Weyl  en t ra lne  

que #-presque  tou t  x est no rma l  en base q. D ' a u t r e  pa r t ,  le th6or~me ergodique  

ent ra ine  que pour  presque tou t  x la sui te  pnx a la d i s t r i bu t ion  # ; si ce t te  mesure  

est diff~rente de la mesure  de Lebesgue,  presque tou t  x est  non no rma l  en base 

p. Ceci ach~ve la d~mons t r a t ion  du  th~or~me 1. | 

4. G d n d r a l i s a t i o n s  

4.1 ]~QUIDISTRIBUTION PRESQUE-SIJRE DE fkX. 

Dans  la ddmons t r a t i on  du  thdor~me 1, on a util isd le fait  que la sui te  (qk) a une 

tr~s bonne  rdpa r t i t i on  modulo  pn pour  tou t  n ; cet a rgumen t  peu t  ~tre util isd pour  

d ' au t r e s  suites.  Soit  pa r  exemple  (fk) la sui te  de F ibonacc i .  Le rdsul ta t  suivant  

est du ~ T. K a m a e  : 

THI~OR~ME 3: Soient p > 1 et  p une mesure  de probabilitd invariante, ergodique 

et d'entropie positive pour T: x ~ px. Pour p-presque tout x, la suite (fkx) est 

6quidistribude modulo 1. 

R6sumd de la ddmonstration: Soit a ~ 0 un entier .  Pour  tou t  N > 0 on note  

N-1 
1 

gN(X) = -~ E e(afkx). 
k=0 

On veut  mon t r e r  que la sui te  (gN(x)) t end  vers 0 p-pp .  

C o m m e  dans  la ddmons t r a t i on  du  lemme 4 , on vdrifie que, pour  tou t  N > 0 

et t ou t  n > 0, 

/ 19N(x)I 
p'~--I 

off A(N,n) = E 
j=O 

pn 
- -  dp(x) < - -~A(N,  n) 

( Card{k: 0 <_ k < N, ark = j modp~}) 2. 
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D'autre  part ,  pour tout n la suite (ark m o d p  n) est p~riodique, et sa p~riode Tn 

est ~gale ~ Ct~p '~ pour tout n assez grand. On v~rifie que A(Tn,n)  < Ct~nhTn, 

off h est le hombre de facteurs premiers distincts de p ; on en d~duit que 
pn 

Si T,~ < N < Tn+l, alors - ~ A ( N , n )  <_ Ct~n h 

On termine alors la d~monstration comme celle du th~or~me 1. | 

4.2  TRANSLATIONS IRRATIONNELLES. O n  donne ici un th~or~me analogue au 

th~or~me 2 pour une translation irrationnelle. Soit a E T un irrationnel ; on dit 

que la mesure de probabilit~ # sur ] '  est c o n s e r v a t i v e  pour a si 

Pour tout bordlien A avec #(A) > O, il existe un entier n ~ 0 
avec # (An  (A + ha)) ~ O. 

THI~ORI~ME 4: Soient a an irrationnel, q > 1 un entier, et # une mesure de proba- 
bilitd sur T, invariante par  S: x ~-* qx et conservative pour a. Si 
{qna: n > 0} est dense duns T, # est la mesure de Lebesgue. 

D~monstration: Pour chaque n > 0, soient 

,~-1 d#(x) 
v,~ = E # * Sk~ et r  dvn(x)" 

k=0 

Comme # est conservative pour a,  une petite modification de la d~monstration 

du lemme 2 donne : 

Cn(x) --* 0 #-presque partout.  

Soit a ~ 0 un entier; on veut montrer que f e(ax) dlz(x) = O. Soit n > 0. 

Comme {aqka} est dense duns T, il existe des entiers kj > 0 (0 < j < n) tels que 

1 
le(aqkJa)- e ( J ) ]  < n-- ~.  

Posons 
l n - 1  
- E e(aqk~x)" g ( x )  = n 

j=O 

On obtient : 

f Ig(x)l 2 d#(x) < f Ig(x)12dvn(x) 

f 1 n-1 n-1 
-- -~ E e( a(qk' - qk~)x) E e( a(qk' - qk~)ma) d#(x) 

i,j=O m=O 

n - 1  n--1 

1 I ( ~ - ~ ) 1  < 1 + - ~  E E e(a(qk'--qkJ)mc~) - e  m <_2. 
i,j=O m=0 
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D'ofi 

/ e(ax) d#(x) 2= / g(x) d (x) 2 2 f Cn(x)dp(x) 

et enfin f e(ax) d#(x) = 0, ce qu'il fallait ddmontrer. | 

4.3 UN PEU DE DYNAMIQUE NON SINGULIERE. O n  peut donner dest thdor~mes 

2 et 4 des ddmonstrations encore plus courtes, quoique moins dldmentaires. Soient 

#, p, q comme dens l'dnoncd du thdorbme 2 ; D ddsigne le groupe des rationnels 

p-adiques. Soient (ca: a �9 D) des rdels > 0 avec 

Ec~ED Cc~ = 1 et u -- E # * 6~. aED 

La mesure u est conservative pour D, quasi-invariante par les translations de D, 

et # est absolument continue par rapport  ~ u. 

Soit a r 0 un entier, et supposons que f e(ax) d#(x) ~ O. Soient @ l'adhdrence 

de la suite (aqk: k _> 0) dens Zp, 0 �9 @, et (kj) une suite d'entiers telle que 

(aq kj) tende vers 0 dens Zp;  en rempla~ant cette suite par une sons-suite, on 

peut supposer que la suite de fonctions (e(aqk#x)) converge faiblement dens 

L~ La limite f de cette suite n'est pas identiquement nulle car f .f(x) d#(x) = 
f e(ax) d/z(x) ~ O. D'autre  part,  pour tout a �9 D, la fonction e(x-{-a) est la limite 

faible des fonetions e (aq kj (x+a)) = e (aq k~ x) e (aq k~ a) done f(x+a) = f(x) (O[a) 
p-pp, off (.I.) ddsigne la dualitd entre Zp et D. Ainsi cheque O �9 O est une valeur 

propre de Faction de D sur u. Or on sait (voir par exemple [4]) que l 'ensemble des 

valeurs propres d 'un systbme non singulier conservatif est de mesure nulle pour 

la mesure de Lebesgue : @ est done de mesure nulle dens Zp, ce qui contredit le 

lemme 1. On a done f e(ax) dp(x) = 0 pour tout a r 0. | 
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